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Дослiджуються властивостi парафункцiй матриць вертикальної та горизонтальної
структури та будуються деякi загальнi формули обернення полiномiальних послiдовно-
стей.
1 Вступ
Парафункцiї трикутних матриць [4] спецiальної структури вiдiграють важливу роль
у комбiнаторному аналiзi та теорiї чисел. Одним iз таких важливих класiв трикутних
матриць є трикутнi матрицi похилої структури дослiдженi у [3].
У статтi дослiджуються деякi властивостi парафункцiй трикутних матриць верти-
кальної V = (v0i+j)16j6i6n та горизонтальної H = (hi+0j)16j6i6n структури, зокрема,
для них будуються загальнi формули обернення [1].
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з елементами iз деякого числового поля, називається трикутною матрицею.
Роль одиничної матрицi вiдiграє матриця виду
I = (ij)16j6i6n ;
де ij — символ Кронекера.
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Означення 1. [4]. Нехай A — трикутна матриця (1). Парадетермiнантом та парапер-
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де пiдсумовування проводиться за множиною натуральних розв’язкiв рiвняння p1 +



















Нехай Pn — лiнiйний простiр векторiв многочленiв i f = (f1; : : : ; fn) — деякий його
елемент, причому deg(fi) = i  1; i = 1; 2; : : : ; n. Якщо
Af = g; (2)
то трикутну матрицю (1) можна iнтерпретувати як лiнiйний оператор A; який пере-
водить вектор многочленiв f у вектор многочленiв g. Iз останньої рiвностi отримаємо
рiвнiсть
f = A 1g; (3)
де A 1 = (bij)16j6i6n:
Iз рiвностей (2), (3) випливають вiдповiдно формули обернення полiномiальних по-








3 Формули обернення полiномiальних послiдовностей
Побудуємо двi пари загальних формул обернення полiномiальних послiдовностей,
породжених трикутними матрицями вертикальної та горизонтальної структури. Спра-
ведлива наступна
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Теорема 2. Нехай V = (v0i+j)16j6i6n i H = (hi+0j)16j6i6n деякi трикутнi матрицi
вертикальної та горизонтальної структури з елементами iз деякого числового поля i f


















gn 1; n = 1; 2; : : : : (5)












v3... : : : : : : . . .
0 0 0 : : : 1
vn 1
















h3... : : : : : : . . .
0 0 0 : : : 1
hn 1






Перемножуючи останнi рядки цих матриць на вектор многочленiв g отримаємо вiдпо-
вiдно рiвностi (4) та (5).
4 Парафункцiї матриць вертикальної та горизонтальної структури
Теорема 3. Нехай V — матриця вертикальної структури iз теореми 2, тодi справедливi
рiвностi:




Доведення. Виносимо за знак парафункцiї спiльний множник vi iз i-го стовпця та вико-
ристовуємо той факт, що парадетермiнант трикутної матрицi з одиничними елементами







... : : : : : : . . .
hn hn hn : : : hn
1CCCCCA (6)
деяка трикутна матриця iз елементами числового поля K, тодi виконуються рiвностi
ddetH = H(h1; h2; : : : ; hn 2; hn 1; hn)n
= hn  (H(h1; h2; : : : ; hn 2; hn 1)n 1  H(h1; h2; : : : ; hn 2; hn)n 1); (7)
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pperH = H+(h1; h2; : : : ; hn 2; hn 1; hn)n
= hn  (H+(h1; h2; : : : ; hn 2; hn 1)n 1 +H+(h1; h2; : : : ; hn 2; hn)n 1); (8)
Доведення. Розкладемо парадетермiнант матрицi (6) за елементами останнього рядка
H(h1; h2; : : : ; hn) = hn H(h1; h2; : : : ; hn 2; hn 1)
 hn  (hnH(h1; h2; : : : ; hn 2)  h2nH(h1; h2; : : : ; hn 3) + h3nH(h1; h2; : : : ; hn 4)
  : : :+ ( 1)n 3hn 2n H(h1) + ( 1)n 2hn 1n ):
Але вираз у дужках правої частини останньої рiвностi є розкладом парадетермiнанта










... : : : . . .
hn 2 hn 2 : : : hn 2









за елементами останнього рядка. Рiвнiсть (8) доводиться аналогiчно.
Наслiдок 1. Якщо hn 1 = hn; то
H(h1; h2; : : : ; hn 2; hn 1; hn 1)n = 0;
H+(h1; h2; : : : ; hn 2; hn 1; hn 1)n = 2  hn 1 H+(h1; h2; : : : ; hn 2; hn 1)n 1: (9)
Доведення. Справедливiсть рiвностей цього наслiдку безпосередньо випливає iз реку-
рентних рiвностей (7), (8).
Застосовуючи послiдовно (9) до параперманента матрицi (6), отримаємо
Наслiдок 2. Якщо h1 = : : : = hn = h; то H+(h1; h1; : : : ; h1)n = 2n 1  hn:
Теорема 5. Якщо у матрицi (6) елементи утворюють геометричну прогресiю i викону-
ються рiвностi h2 = h1q; h3 = h1q2; : : : ; hn = h1qn 1; де h1; q 2 R, то парафункцiї матриць







... : : : : : : . . .
qn 1 qn 2 qn 3 : : : 1
1CCCCCA ; (10)
причому справедливi рiвностi
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де k = 1 + 2 + : : :+ n:











... : : : . . .
h1q
n 2 h1qn 2 : : : h1qn 2
h1q









множник h1qi 1; i = 1; 2; : : : ; n, за його знак, тодi отримаємо парадетермiнант (10) ма-













Рiвнiсть (11) доводиться аналогiчно.
Теорема 6. Нехай hi; i = 1; 2; : : : ; n  1 належать деякому числовому полю K i





... : : : : : : . . .
hn 2 hn 2 : : : hn 2 x




ddet(P (h1; h2; : : : ; hn 1; x))
= pn;0x
n   pn;1xn 1 + pn;2xn 2   : : :+ ( 1)ipn;ixn i + : : :+ ( 1)n 1pn;n 1x;
pper(P (h1; h2; : : : ; hn 1;x))
= pn;0x
n + pn;1x
n 1 + pn;2xn 2 + : : :+ pn;ixn i + : : :+ pn;n 1x;
тодi коефiцiєнти многочленiв задовольняють рекурентнi рiвностi





де n = 0; 1; : : : ; i = 0; 1; : : : ; n  1; pn;0 = 1; pn;<0 = 0:
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Доведення. Розкладаючи парадетермiнант iз теореми за елементами останнього рядка,
дiстанемо рiвностi
pn;0x
n   pn;1xn 1 + pn;2xn 2   : : :+ ( 1)n 1pn;n 1x
= x(pn 1;0xn 1   pn 1;1xn 2 + pn 1;2xn 3   : : :+ ( 1)n 2pn 1;n 2x)
 hn 1x(pn 2;0xn 2   pn 2;1xn 3 + pn 2;2xn 4   : : :+ ( 1)n 3pn 2;n 3x)
+h2n 1x(pn 3;0x
n 3   pn 3;1xn 4 + pn 3;2xn 5   : : :+ ( 1)n 4pn 3;n 4x)  : : :
+( 1)n 2hn 2n 1xp1;0x+ ( 1)n 1hn 1n 1xp0;0x0;
з яких пiсля зрiвнювання коефiцiєнтiв при однакових степенях x дiстанемо рекурентнi
рiвностi (13). Для параперманентiв спiввiдношення (13) доводяться аналогiчно.
Запишемо кiлька перших многочленiв ddet(P (h1; h2; : : : ; hn 1; x)) :
ddet(P (;x)) = x;
ddet(P (h1; x)) = x2   h1x;
ddet(P (h1; h2;x)) = x3   (h1 + h2)x2 + h22x;
ddet(P (h1; h2; h3;x)) = x4   (h1 + h2 + h3)x3 + (h22 + h1h3 + h23)x2   h33x;
ddet(P (h1; h2; h3; h4;x)) =
= x5 (h1+h2+h3+h4)x4+(h22+h1h3+h23+h1h4+h2h4+h24)x3 (h33+h4h22+h24h1+h34)x2+h44x;
Наслiдок 3. Якщо у матрицi (12) hi = 1; то многочлен P (h1; h2; : : : ; hn 1; x) запишеться



















; i = 0; 1; : : : ; n  1:
Якщо, наприклад, hi = i; то коефiцiєнти многочлена P (h1; h2; : : : ; hn 1;x) при




1  6 16  27
1  10 44  123 256
1  15 99  403 1241 3125
1  21 195  1099 4499  15569 46656
1CCCCCCCCCA
; (14)
вiдсутнiй у вiдомiй ”On-Line Encyclopedia of Integer Sequences”.
Якщо у матрицi (14) зробити пiдстановку ai =  i; то отримаємо многочлени, кое-
фiцiєнти яких утворюють числовий трикутник (14) iз додатними елементами, що узго-
джується iз теоремою [4] про зв’язок парадетермiнанта трикутної матрицi iз парапер-
манентом вiдповiдної трикутної матрицi.
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The properties of parafunctions of matrices of vertical and horizontal structure are investi-
gated. Some general formulas of inversion of polynomial sequences are built.
Довбняк Т.С., Заторский Р.А. Парафункции матриц вертикальной и горизонтальной
структуры // Карпатские математические публикации. — 2012. — Т.4, №1. — C. 36–42.
Исследуются свойства парафункций матриц вертикальной и горизонтальной структу-
ры и строятся некоторые общие формулы обращения полиномиальных последовательно-
стей.
